Lekcija 0: Kategorije (prvi dio)
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0.1. Pretpostavlja se da slusa¢i imaju osnovnu predodzbu o razlici medju
skupovima i klasama, o neprebrojivosti, aksiomatskim sustavima i da su bar
jednom vidjeli ZEC (Zermelo-Frankelova (ZF) aksiomatika teorije skupova s ak-
siomom izbora AC).

Sjetimo se daje dobar uredjaj na skupu S takav linearni uredjaj da svaki
podskup 7' C S ima najmanji element. Skup X je tranzitivan ako je relacija
pripadnosti na njemu tranzitivna, tj. Z € Y € X implicira Z € X (”sa svakim
skupom kojeg sadrzi, sadrzi i sve njegove elemente”). Ordinal je tranzitivni
skup koji je dobro uredjen. Za bilo koja dva dobro uredjena skupa X, Y vrijedi
jedna od tri alternative: X je izomorfan Y, X je izomorfan poc¢etnom segmentu
od Y ili je Y izomorfan pocetnom segmentu od X.

Granic¢ni ordinali su oni ordinali koji nisu neposredni sljedbenik ni jednog
drugog ordinala. Neka je P(A) partitivni skup skupa A. Transfinitnom rekurz-
ijom definiramo skupove V,, gdje je « ordinal:

Vo=10

Va+1 = P(Va)

Voo = Ug<aVp ako je o grani¢ni ordinal.

Kardinal je ordinal koji nije bijektivan s ni jednim manjim ordinalom. Svaki
kardinal je grani¢ni ordinal. Klasa ordinala Ord je dobro uredjena s obzirom na
relaciju a € 3, a isto vrijedi i na potklasu kardinala Card. Aksiom regularnosti
je ekvivalentan tvrdnji da je svaki skup element nekog V,; svi oni zajedno ¢ine
klasu koja se zove von Neumannov univerzum V.

Beskonacni kardinal « je regularan ako nije unija < s skupova kardinalnosti
manje od k. Kardinal & je jako graniéni ako A < x implicira 2* < x (tj. ako
mu je x element onda mu je i partitivni skup P(x) element). Nedosezivi (engl.
inaccessible) kardinali su neprebrojivi jako grani¢ni regularni kardinali.

Ne samo da ZFC ne implicira postojanje nedosezivih kardinala, nego u ZFC
ne mozemo ni dokazati konzistenciju dodatnog aksioma da nedosezljivi kardinali
postoje. Ukoliko postoji nedosezljivi kardinal, onda postoji beskona¢no puno
nedosezljivih kardinala koji su veéi od njega.

Grothendieckov univerzum U je skup oblika V, gdje je o nedosezljivi
kardinal. Dakle aksiom o postojanju Grothendieckovih univerzuma kojeg ¢emo
mi prihvacati u ovom kolegiju, je ekvivalentan aksiomu o postojanju nedose-
zljivih kardinala. Bilo koji element Grothendieckovog univerzuma U se naziva
U-malenim skupom.

Alternativno, Grothendieckov univerzum je tranzitivan skup zatvoren s obzirom
na formiranje parova, unija familija podskupova indeksiranim bilo kojim svojim
elementom i na operaciju partitivnog skupa. S druge strane, svaki Grothendieckov
univerzum (ako postoji) je model ZFC.

0.2. Veliki graf G se sastoji od klase vrhova (objekata) ObG = Gy, klase
bridova (morfizama, strelica) Mor G = Gy, te dviju funkcija dom, cod : Mor G —
Ob G (domena i kodomena), koje ¢emo takodjer oznacavati i s s = dom, ¢t = cod



(izvor i ponor). Ako je f € G, ¢,y € G s f : x — y oznacavamo sud (z = domf
iy =codf). Par f = (fo, f1) preslikavanja fy : Gy — Hy, k = 1,2 je morfizam
velikih grafova ako cod’* o f; = fy o cod? i dom™ o f; = fy o dom?. U praksi
¢emo ¢Gesto pisati neprecizno f ne samo za par (f1, fo) nego i za fy i fi, npr.
ako je C' € Ob g, f(C) oznacava zapravo fi(C).

Za dva preslikavanjaa: X — Z,b:Y — Z, s X ¥ Y ili, ako a,b podrazu-
mijevamo, s X Xz Y oznacavamo klasu

Xox<p Y :i={(z,y) € X xY|a(x) =by)}.

S tom klasom prirodno su zadane projekcije pr, k = 1,2 s X ;X Y redom
na prvu i drugu komponentu X i Y kao restrikcija projekcija s kartezijevog
produkta X x Y klasa. Notacija C; x¢, C1, C1 X¢, Co ¢e uvijek podrazumijevati
da je preslikavanje iz C; u Cy domena ako je slijeva i kodomena ako je zdesna,
te identiteta id : Cyp — Cg.

0.3. Kategorija C je veliki graf s dvije funkcije m : Mor Cyom Xcoq MorC —

MorC, i : ObC — Mor C (kompozicija i jedinica) gdje je u (g, f) € MorC xMorC

tj. onih za koje je codf = domg s aksiomima navedenim nize. Mor Cyom Xcod

Mor C je klasa kompozabilnih parova morfizama, analogno za n-torke.
Zahtijevamo asocijativnost kompozicije

mo (m X¢, id) = mo (id x¢, m)

na klasi Mor C gom Xcod Mor Cdom Xcoq Mor C svih kompozabilnih trojki, aksiom
jedinice

mo(i X¢o ld) :mo(id Xco Z):ldcl gCO XCUCI %Cl XCOCO—>Cl
te identiteti

soi = toi=idg,,
som = sopj, tom=tops:Cy Xc,C1 — Cy

Ako je C € ObC oznacavamo id¢ := i(C) : C — C' i zovemo identitetom, ili
identickim morfizmom objekta C'.

Lokalno mala kategorija je kategorija takva da je za svaka dva objekta
x,y € ObC klasa hom(z,y) = {z|domz = z,codz = y} skup. U prakti¢noj
matematici se ¢esto podrazumijeva da se razmatraju samo lokalno malene kat-
egorije, no mi ¢emo gledati i lokalno velike.

Ako je U Grothendieckov univerzum, tada je U-malena kategorija bilo koja
kategorija Cije su klase morfizama i objekata {/-maleni skupovi. U-kategorija je
bilo koja kategorija ¢iji su svi objekti i svi morfizmi u Y (bez ponavljanja). Npr.
kategorija Sety, svih U-malenih skupova i njihovih preslikavanja je U/-kategorija,
nije U-mala ali je lokalno U-mala. Ona je U’-mala za bilo koji Grothendieckov
univerzum U’ veéi od U.

0.4. Elementi klasa Cy i C; nazivaju se objekti i morfizmi. Kazemo da je veliki
graf (kategorija) C graf (mala kategorija) ako je Cp skup. Izomorfizam ili



invertibilni morfizam f : a — b je morfizam za koji postoji inverz g : b — a,
tj. fog=1idyigo f =1id,. Dva objekta a,b € Cy su izomorfni ako postoji
izomorfizam f : a — b. Svaka identiteta je izomorfizam. Groupoid je mala
kategorija ¢iji su svi morfizmi invertibilni.

f : A — B je epimorfizam (epi) takav da za svaka dva morfizma g, ¢’ :
B — C, ¢ of =go fimplicira ¢’ = g (desna skrativost). f je monomorfizam
(mono) ako za svaka dva morfizma h,h' : D — A, foh = f ok’ implicira
h="n. fis bimorfizam ako je i epi i mono. Svaki izomorfizam je bimorfizam.
Kategorija je balansirana ako je i svaki bimorfizam izomorfizam.

0.4.1. (ZaDpATAK 0.0) a) Pokazi da je prirodno ulaganje Z C Q epimorfizam u
kategoriji unitalnih prstena i homomorfizama unitalnih prstena.
b) Kategorija skupova i preslikavanja skupova Set je balansirana.

0.5. Ako je C kategorija, dualna kategorija C je jedinstvena kategorija takva
da je (C%)¢ = Co, (C%)1 = C;1 (s oznakama 2° i fY za z i f kad su u dualnoj
kategoriji) s dom” = cod,cod’ = dom : (C°); — Cy, m® = m o7 gdje je 7 :
(C%)1 X (o), (C%)1 — C1 X¢, C1 kanonska bijekcija medju klasom kompozabilnih
i klasom (kompozabilnih)? morfizama (f, g) — (g, f)-

0.5.1. (ZADATAK 0.1) Dokazi da je dualna kategorija dobro definirana kate-
gorija.

0.6. Objekt = € Cy je (univerzalni) inicijalni (redom terminalni) objekt
ako za svaki y € Cy postoji jedinstveni morfizam f : z — y (redom f : y —
x). Terminalni objekt x se naziva takodjer finalnim ili kona¢nim; x je ocito
terminalni u C akko je z° inicijalni u CY.

0.6.1. (ZADATAK 0.2) Inicijalni objekt, ako postoji, je jedinstven do na izomor-
fizam.

0.7. Funktor je morfizam F = (Fy, F1) : G — H pripadnih velikih grafova koji
komutira s kompozicijom, tj. ¢ o (Fy x Fy) = Fy oc9 : Gy Xg, G1. Domena i
kodomena funktora F' su, naravno, G i HH respektivno. Funktor F': G — H
je vjeran (pun, ulaganje kategorija) ako je F1|Hom(s,y) injekcija (redom:
surjekcija, bijekcija) za svaki par objekata z,y € Gy. Ponekad se govori i ”ko-
varijantni funktor iz G u ‘H”. Kontravarijantni funktor G iz G u 'H oznacava
po definiciji (kovarijantni) funktor G : G — H. Endofunktor u C je funktor
F:C—C.

0.8. Potkategorija (C,j) kategorije D je uredjeni par kategorije C i vjernog
funktora j : C — D. Potkategorija u uzem smislu je potkategorija za koju su
Jk : Ck C Dy za k = 1,2, kanonska ulaganja podskupova. Potkategorija je puna
ako je j ulaganje kategorija, tj. puni i vjeran funktor.

0.8.1. (ZADATAK 0.3) Za svaku potklasu P C ObD postoji jedinstvena puna
potkategorija P u uzem smislu, takva da je ObP = P i MorP C MorD.
Kazemo da je P puna potkategorija kategorije D generirana klasom objekata
P.



0.9. Za dva funktora F,G : C — D, (prirodna) transformacija o : F = G
je funkcija o : ObC — Mor D, gdje je ac = a(C) : Fo(C) — Go(C) te za svaki
morfizam f : C — C' u C, slijedeéi dijagram ”prirodnosti” komutira

Fi(f)
Fo(C) —— Fy(D)

S
G1(f)

ac je C-komponenta transformacije a. Prirodnu transformaciju ¢ije su sve
komponente izomorfizmi zovemo (prirodni) izomorfizam funktora.

0.10. Par funkcija (idop ¢, idmorc) €ini identiéni funktor idc : ¢ — C ponekad
oznacen C. Funktor F': C — D je izomorfizam kategorija ako postoji funktor
G : D — C koji mu je striktni inverz, tj. Go F' =1id¢ i F o G = idp. Funktor
F : C — D je ekvivalencija kategorija ako postoje funktor H : D — C i
prirodni izomorfizmi funktora « : id¢ — HoF'i§ : idp — FoH. Dvije kategorije
C,D su ekvivalentne ako postoji ekvivalencija F' : C — D. Ekvivalencija malih
kategorija je relacija ekvivalencije na klasi svih malih kategorija. Kategorija C je
skeletalna ako za su bilo koja dva medjusobno izomorfna objekta u C jednaka.

0.10.1. (ZApATAK 0.4) Ukoliko prihvatimo aksiom izbora, tada za svaku kat-
egoriju C postoji skeletalna kategorija D ekvivalentna kategoriji C. Izbor D je
jedinstven do na izomorfizam kategorija i zovemo ga skeleton kategorije C.

0.10.2. Funktor F' : § — H je esencijalno surjektivan (na objektim)
(kratica e.s.0.) ako za svaki objekt H u H postoji objekt G u G i isomorfizam
F(G) " H.

0.10.3. Theorem. Funktor je ekvivalencija akko je potpun, vjeran i esencijalno
surjektivan.

0.11. Kategorija Cat. Objekti u Cat su male kategorije. Morfizmi su funktori,
a kompozicija je kompozicija funktora dana s F o G = (Fy, F1) o (G, G1) =
(FooGy, F10G1) gdje sukompozicije s lijeve strane kompozicije funkcija skupova.
Bifunktor je funktor ¢ija je domena kartezijev produkt dviju kategorija.

0.12. Neka su C, D dvije kategorije. Kartezijev produkt C x D je kategorija
zadana s Ob(C x D) = ObC x ObD, Mor(C x D) = MorC x Mor D, s(c,d) =
(s€(c), s7(d)), t(e,d) = (t°(c),tP(d)) i (f,9) o (f',g') = (f € [, goP ¢'), za sve
ceObC,de ObD,f, f' € MorC,g,qg € MorD. Ova definicija se na o¢it nacin
poopcava na kartezijev produkt bilo koje (male) familije kategorija.

0.13. Dijagram d : D — C u kategoriji C je funktor iz male kategorije D
u kategoriju C. Fiksirajmo malu kategoriju D. Konus tipa d u kategoriji C
je prirodna transformacija 7 : const, = d gdje je const, : D — C konstantni
funktor D — 2 € Ob(C. Objekt = je vrh konusa «. Kokonus tipa d u
kategoriji C je konus tipa D u kategoriji C°.



Konusi tipa d u kategoriji C ¢ine klasu objekata Ob cone(d,C). Morfizam
konusa f : @« — [ je morfizam s : © — y u C gdje je = vrh konusa «, y vrh
konusa (i za svaki D € D, Bp o s = ap. Morfizmi konusa tipa d ¢ine klasu
Mor cone(d, C). Kompozicija morfizama konusa je kompozicija pripadnih mor-
fizama u C. Time je definirana kategorija cone(d,C); analogno se definira kate-
gorija kokonusa cocone(d, C) = cone(d,C%). Terminalni objekt kategorije konusa
tipa d je univerzalni konus ili limes dijagrama d; njegov vrh se oznacava s
lim d; inicijalni objekt kategorije kokonusa tipa d je univerzalni kokonus ili
kolimes dijagrama d ¢iji vrh oznacavamo s colimd. Ponekad se pod limesom
(kolimesom) dijagrama neprecizno podrazumijeva njegov vrh.

Prirodnu transformaciju funktora « : d = d : D — C zovemo morfizam
dijagrama. Dijagrami i prirodne transformacije ¢ine kategoriju Nat(D,C). Uko-
liko umjesto dijagrama gledamo velike kategorije, tada analogna kategorija nije
dobro definirana.

Ako je a : d = d' morfizam dijagrama i s : const, = d konus nad di-
jagramom d, tada je oo s : const, = d’ konus nad dijagramom d’. Ako je
s’ = limd’ univerzalni konus nad d’ s vthom z’ tada po univerzalnom svojstvu
limesa postoji jedinstveni morfizam z — 2’ koji je ujedno morfizam konusa nad
d'. Taj morfizam oznacavamo s lim a.

(ZADATAK 0.5) Dokazi da je ta korespodencija funktorijalna:

lim : Nat(D,C) — C je funktor; colim : Nat(D,C)°? — C je funktor.

0.14. Kategorija C je diskretna ako je jedinica i : ObC — MorC bijekcija.
Ocito je svaka diskretna kategorija skeletalna, ali ne i obratno. Za svaku klasu S
postoji kategorija Disc(S), jedinstvena do na izomorfizam kategorija, ¢ija klasa
objekata je S (kanonski reprezentant te klase ima i istu klasu morfizama, gdje je
jedinica identiteta idg : S — S). Primijeti da se, sa skupova S, korespodencija
S +— Disc(S) moze prosiriti do funktora Set — Cat.

Neka je A skup, i {s4,a € A} (mala) familija objekata s, € ObC (tj. funkcija
5: A — ObC). Produkt (J],c 4 54, p) je limes funktora Disc(A) : Disc(S) — C,
ako postoji (ili njegov vrh). Komponente univerzalnog konusa py : [], sa —
sp se zovu kanonske projekcije produkta. Koprodukt je kolimes funktora
Disc(A) : Disc(S) — C; vrh univerzalnog konusa se oznacava s [[,. 4 sa a nje-

gove komponente i : 55 — [ [, 4 Sa se zovu kanonske injekcije koprodukta.

0.14.1. (ZApATAK 0.6) Produkt male familije objekata u Cat je kanonski
izomorfan njihovom kartezijevom produktu.

0.15. Morfizmi f, g su paralelni ako imaju istu domenu i kodomenu. Dija-

gram oblika A L B $ C nazivamo vilica ukoliko f o h = g o h; ocito

vilica odgovara konusu nad paralelnim parom B $ C' . Univerzalna vil-

ica, tj. limes paralelnog para naziva se i ujednacitelj (am. engl. equal-

izer). Analogno, kolimes univerzalnog para Bﬂ%‘fﬁc—u> D nazivamo

koujednacitelj. Kategorija C je (ko)zatvorena ako ima (ko)limese svih malih
dijagrama d : D — C. Kategorija je kona¢no zatvorena ako ima (ko)limese



svih konaénih dijagrama (dijagrama s kona¢no mnogo objekata i konaéno mnogo
morfizama).

0.16. Theorem. Kategorija C je (konacno) zatvorena akko ima sve (konacne)
produkte i ujednadcitelje svih paralelnih parova. Kategorija je (konacno) kozatvorena
ako ima sve (ko)nacne koprodukte i koujednaditelje.

Dokaz. Po dualnosti je dovoljno pokazati slu¢aj kolimesa. Netrivijalan sm-
jer je da je postojanje produkata (redom, kona¢nih produkata) i koujednacitelja
dovoljno za postojanje svih limesa. Promatrajmo dakle proizvoljni dijagram
d : D — C. Po pretpostavci postoje produkti P = [[pep d(D) 1 Q =
I1(;.p—pnep, d(D') s projekcijama pp : P — d() i g5 : @ — d(codf). Po uni-
verzalnom svojstvu produkta ) postoje jedinstveni paralelni par F,G : P — Q
takav da peods = qf © F' 1 f © paoms = ¢y 0 G za sve f u D(D,D’):

G

P4F>Q P——Q
N
Pp/

D' D ! D’

Neka je u : A — P ujednacitelj tog para. Tvrdnja: ppou : A — d(D) je
komponenta projekcije limesa lim d u D. Najprije provjeravamo da te projekcije
zaista ¢ine konus:

foDdomfou=groGou=gqsoF ou=psarou:A— d(codf).

Neka su wp : B — d(D) komponente bilo kojeg drugog konusa nad d; dakle
f o Wdomf = Weoay for all f € MorD. Po univerzalnom svojstvu produkta P
postoji jedinstveni morfizam v : B — P takav da ppov =wp zasve D € ObD.
Po definiciji F' i G,

gfoFov=ppov=wp =fowp=foppov=groGou, (1)

§to po univerzalnom svojstvu produkta @ implicira F ov = G o v, tj.
B——P—£xQ

je vilica. Stoga, po univerzalnosti ujednacitelja (A, u), postoji jedinstveni mor-
fizam z : B — A tako da je uoz = v : B — P. No posljednja jed-
nakost je ekvivalentna (po univerzalnom svojstvu produkta P) familiji iden-
titeta pp ou oz = pp ow gdje D ide po Dy. Potonji uvjet se moze napisati kao
(pp ou) oz = wp; stoga je z, pri tome jedinstveni, morfizam iz konusa (B, wp)
u konus (A, pp ow); dakle (A,pp ow) je limes pocetnog dijagrama d.

0.17. Korolar. Kategorija skupova Set je zatvorena i kozatvorena kategorija.
Skica dokaza. Dovoljno je pokazati da je (kategorijski) produkt familije

skupova A; njihov Kartezijev produkt s prirodnim projekcijama p; : x;A; — A;

te da je ujednacitelj dva preslikavanja f,g: A — B skup {ainA|f(a) = g(a)}.



0.18. Neka je G : D — C funktor (D sad nije nuzno malena kategorija). Par
(r,u) gdje je r objekt u D i u : ¢ — Sr morfizam u C, zovemo univerzalna
strelica ako za svaki objekt d u D i svaki f : ¢ — Gd postoji jedinstveni
morfizam [’ :r — d tako da je Gf ou = f.

0.19. Primjer. Neka je Grp kategorija grupa i homomorfizama grupa, Set
kategorija skupova i za svaki skup S neka je F'S slobodna grupa s bazom S, te
U : Grp — Set "zaboravni” funktor koji grupi pridruzuje njen pripadni skup.
Tada je za svaki skup S, par skupa S i prirodnog ulaganja baze S u F'S kao
morfizam skupova univerzalna strelica.

0.20. (Notacija) Kompoziciju funktora ¢emo ¢esto oznacavati konkatenacijom.
Za danu transformaciju o : F = G : C — D i funktor H : A — C s aH = ag :
FH = GH : A — D oznatavamo transformaciju s komponentama (apg)a =
ag(a)- Ako je L : D — G funktor tada s La = L(a) : LF = LG : C — G
oznac¢avamo transformaciju s komponentama (La)c := L(ac¢). U praksi ¢esto
s C(C,C") oznacavamo Home(C, C").

0.21. Nekasu F':C —- D iU : D — C dva funktora. Par prirodnih transforma-
cijan:id = UF, e: FU = id su redom jedinica i kojedinica adjunkcije ako
vrijede ”trokutni” identiteti U(e) ony = idy, e o F(n) = idp. Tada kazemo da
je funktor F' lijevo adjungiran funktoru U ili, ekvivalentno, da je funktor U
desno adjungiran funktoru F' i pisSemo F - U.

0.22. Propozicija. F 4 U akko postoji (bi)prirodni izomorfizam bifunktora
b: Home(Id, U) = Homp (F,1d) : C x D — Set tj. za svaki par objekata C iz C,
D iz D mozemo izabrati bijekciju be.p : C(C,UD) = D(FC, D) i te bijekcije su
prirodne u oba argumenta.

Dokaz. Pretpostavimo da je dana adjunkcija. Kojedinica adjunkcije n in-
ducira preslikavanje be p formulom be p(f) = ep o Ff, a jedinica njen inverz
g — Ugone. Trokutne relacije impliciraju da su te dvije funkcije zaista inverzi.
Prirodnost nije tesko provjeriti.

Obratno, ako je zadana biprirodni izomorfizam b, tada je jedinica adjunkcije
dana s ng = bE}FC(idFC) : C' — UFC, a kojedinica adjunkcije s ep = byp p ©
idUD :FUD — D.

(ZADATAK 0.7) Ispuni preostale detalje ovog dokaza.

0.23. Propozicija. Neka je F' : C — D ekvivalencija kategorija. Tada postoji
adjunkcija F' 4 G ¢ija su jedinica i kojedinica izomorfizmi. Drugim rije¢ima,
svaka ekvivalencija se moze zamijeniti adjungiranom ekvivalencijom.

0.24. Neka je S neka standardna kategorija (npr. kategorija skupova), a C kat-
egorija. Tipican primjer kategorije C u tom kontekstu je kategorija Ouv(X, 1)
otvorenih skupova i ulaganja otvorenih skupova u topoloskom prostoru (X, 7).
Funktor C° — S se naziva Predsnop na C s vrijednostima u S je bilo
koji kontravarijantni funktor iz C u §. Reprezentabilan predsnop je pred-
snop skupova koji je izomorfan predsnopu oblika he = Home(Id,C). Mali
predsnop skupova je predsnop koji je izomorfan limesu nekog dijagrama
reprezentabilnih predsnopova.



0.25. Neka je D mala kategorija, a C kategorija. Kategorija funktora i prirod-
nih transformacija Nat(D, C) se ponekad oznacava eksponencijalnom notacijom
CP. Ukoliko C = Set i D mala, tada se s D := Set?’ oznacava kategorija
predsnopova skupova na D. Ako D nije mala, tada ili Set zamijenimo s Sety,,
ili gledamo samo male predsnopove.

0.26. Definicija. Korespodencija
h:Dw hp:=Homp(—,D), DeObD, h(f)(g)=fog:C—E,

gdje su f :' D — E, g : C — E morfizmi u D je funktor h : D — D kojeg
nazivamo Yonedino ulaganje.

0.27. Teorem. (Yonedina lema, jaka verzija) Neka je P : D — Set bilo koji
predsnop skupova. Tada postoji, prirodna w D, bijekcija skupova

Nat(hp, P) = P(D).

Koristan savjet ¢itatelju: pokuSajte najprije sami dokazati ovaj teorem.

Dokaz. Neka je a« : hp = P prirodna transformacija s komponentama
ac : Homp(C, D) — P(D). Tada definiramo X, € P(D) sa X, = ap(idp).
Dovoljno je pokazati da preslikavanje X : o — X, Nat(hp, P) = P(D) ima
inverz. Za svaki y u P(D) definiramo prirodnu transformaciju e(y) : hp = P s
komponentama e(y)c : (f € hp(C)) — (P(f)(y) € P(C)) (sjetimo se da je P
kontravarijantan, dakle P(f): P(D) — P(C)). Tada

e(Xa)o(f) = P(f)(ap(idp)) = ac o P(f)(idp) = ac oidc = ac,

Xey) = (e(y)p)(idp) = P(idp)(y) = y.

Dakle preslikavanja y — e(y) i @ — X, su jedan drugome inverzi.
Dijagrame prirodnosti ostavljamo ¢itatelju za provjeru.

0.28. Korolar. (Yonedina lema, slaba verzija) Yonedino ulaganje h : D
hp je potpun i vjeran funktor h : D — D.
Dokaz. U teoremu 0.27 stavimo P = h¢. Tako dobivamo bijekciju Nat(hp, he) =
D(D,C) za svaki par C, D, tj. funktor D — hp je ulaganje kategorija.
0.29. Primijetimo da se Yonedino ulaganje prirodno razlaze u kompoziciju

pSm ~ A~

DL, Dm o D gdje je Desm kategorija malih predsnopova, a Dsm < D
kanonsko ulaganje. Naime svaki reprezentabilni snop je mali po definiciji.

0.30. Kazemo da funktor F' : C — B ¢uva limese ukoliko salje univerzalne
konuse u univerzalne konuse. Drugim rijec¢ima za svaki dijagram d : D — C, za
koji postoji limes u C, postoji i limes dijagrama F o d te im(F o d) = F(limd)
(pri ¢emu potonja jednakost za vrh limesa, podrazumijeva i da projekcije od
lim d funktor F' $alje u odgovarajuce projekcije od lim(F o d)).



1 Snopovi nad topoloskim prostorima i etalni
prostori

1.1. Neka je (B,7) topoloski prostor. Tada s Ouv(g ) = Ouvp oznacavamo
kategoriju kojoj su objekti otvoreni podskupovi u B, a morfizmi ulaganja otvorenih
podskupova ¢ : U — V.

Kazemo da je familija objekata U = {U;};er pokriva¢ u Ouvp pokrivaé
objekta U ako U;U; = U.

1.1.1. Predsnop P nad topoloskim prostorom B, s vrijednostima u kategoriji C
je predsnop iz male kategorije Ouvp (tj. kontravarijantni funktor) u C. Prirodne
transformacije su morfizmi predsnopova nad B. Predsnopovi nad B i njihove
transformacije ¢ine kategoriju PFasp.

1.1.2. Ako je P : Ouv% — Set predsnop skupova i : U — V, tada éemo
morfizam P(i) : P(V) — P(U) u Set oznacavati i s ryy i ¢ — x|y 1 zvati
restrikcija s V na U. Elementi skupa P(U) se nazivaju i prerezi predsnopa
P nad U.

1.1.3. Separirani predsnop skupova ili monopredsnop nad topoloskim
prostorom (B, 7) je predsnop P : Ouvy — Set takav da za svaki pokriva¢ U od
U, i svaka dva razlicita elementa x # y u P(U) postoji i takav da je z|y, # y|u,-

1.1.4. Epipredsnop skupova je predsnop P : Ouv% — Set takav da za
svaki pokriva¢ U od U, ukoliko je {x;}; familija elemenata x; € P(U;) i vrijedi
Ti|lv.nu; = Tj|vinu;, tada postoji x u P(U) takav da je x|y, = x;.

1.1.5.

Snop je separirani epipredsnop. ‘

1.1.6. Ovu definiciju mozemo izreéi i ovako: snop je predsnop P takav da je za
svaki pokriva¢ U od U dijagram

P(U) Hi(TUUi,)

Hi P(Ui) — Hij P(Ui N Uj)

ujednacitelj paralelnog para dva oc¢ita prirodna morfizma sastavljenih od re-
strikcija [[;;(rv;,vu,;) 1 [1i;(ru;,0,;)- Ta definicija ima smisla za predsnopove s
vrijednostima u bilo kojoj zatvorenoj kategoriji C umjesto Set, npr. kategoriji
grupa Grp ili kategoriji Abelovih grupa Ab.

1.1.7. Morfizam snopova « : F' — G nad bazom B je morfizam predsnopova
nad B iz snopa F u snop G, tj. prirodna transformacija kontravarijantnih
funktora. Snopovi nad B i njihovi morfizmi ¢ine dakle punu potkategoriju Fasp
kategorije PFasp predsnopova nad B.

1.2. Inicijalni objekt u kategoriji skupova je prazan skup, a u kategoriji Ouvx
je takodjer. Terminalni objekt u Set je skup s jednim elementom (singleton), a
u Ouvp je B. Dakle netrivijalni predsnop skupova ne moze slati prazan skup u
prazan skup, jer po kontravarijantnosti bi trebao postojati morfizam iz P(U) u
P(0), no ne postoji preslikavanje iz P(U) u () ukoliko je P(U) neprazan.
Fibrirani produkti u kategoriji Ouvpg su naprosto presjeci skupova.



1.3. Neka je C bilo koja kategorija, a B objekt u C. Tada s C/B oznacavamo
kategoriju kriski nad B (engl. slice category). Objekti kategorije C/B su
morfizmi oblika f : E — B u C, a morfizmi « : f — g u C/B su komutativni

trokuti oblika
F——>q
N
B

1.4. Kategorija Bunp := Top/B. Objekte u Bunp nazivamo (topoloskim)
prostorima nad (bazom) B. Ponekad se kaze svezanj nad B, ili raslojenje nad B
(engl. bundle); mi éemo, medjutim rezervirati rijec svezanj za jedan specijalni ali
vazan slucaj: lokalno trivijalni raslojeni prostor (fibre bundle) s tipi¢nim slojem
koji ¢e se pojaviti u kasnijim lekcijama. Morfizme u Bunp zovemo (neprekidna)
preslikavanja prostora nad B.

ucC.

1.4.1. Kategorija etalnih prostora je puna potkategorija Etg C Bunp ¢iji
su objekti lokalni homeomorfizmi 7 : F — B. To znaéi da za svaku tocku
e € E postoji okolina U°"Y 3 e, takva da je m(U) otvoreni skup u B i restrikcija
7|U : U — w(U) homeomorfizam.

1.4.2. Natkrivanje (engl. covering space) topoloskog prostora B je prostor
7 : F — B nad B takav da je 7 surjekcija i za svaki b € B postoji U°*Y 3 b tako
da postoji familija disjunktnih otvorenih podskupova U, C FE sa svojstvom
7 (U) = [I,Ua i 7lu, : Us — U je homeomorfizam za svaki a. Ukoliko
su F i B glatke mnogostrukosti tada je dobiveno natkriva nje glatko ukoliko
mozemo izabrati U tako da je 7|y, difeomorfizam. Svako natkrivanje je primjer
etalnog prostora, ali ne i obratno: kod etalnih prostora, okoline U, toc¢aka p, €
7~ 1(b) koje se homeomorfno preslikavaju na svoje slike imaju slike 7 (U, ) koje se
medjusobno razlikuju (mogu biti i nehomeomorfne slike, no to nije bitno). Ako
je m~1(b) beskonacan skup tada je moguée da presjek N,m(Uy,) nije zatvoren.
Natkrivanja prostora ¢ine punu potkategoriju Covp C Etg. U praksi se cesto
razmatra samo potkategorija povezanih natkrivanja povezanih prostora.

1.5. Neka je b tocka u B i P predsnop skupova nad B. Neka je ~; relacija
ekvivalencija na uniji Uyoews, P(U), gdje P(U) 3 (U,y) ~p (V,2) € P(V) akko
postoji We 5 UNV takva da b€ W i y|W = z|W. Klase ekivalencija zovemo
klice prereza (ili sekcija) predsnopa P u tocki b. Klasa ekvivalencije prereza x
u tocki b se oznacava s [z],. Skup svih klasa ekvivalencija u tocki b nazivamo
vlat asociranog etalnog prostora E(P), u tocki b.

1.6. (ZADATAK 1.1) Dokazi da je skup klasa ekvivalencija E(P); jednak kolimesu
colimys, P(U) dijagrama koji je restrikcija predsnopa P na punu potkategoriju
u Ouvp ¢iji su objekti otvorene okoline od b u B.

1.6.1. Totalni skup asociranog etalnog prostora E(P) = [, colimys, P(U)
predsnopa skupova P je disjunktna unija svih vlati asociranog snopa.
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1.6.2. Neka je P predsnop i s € P(U). Oznaéi sa §: U — E(P) funkciju
danu sa §(b) = [s]p. Postoji kanonsko preslikavanje kojemu je domena disjunk-
tna unija [[,, P(U) a kodomena skup svih podskupova totalnog skupa asoci-
ranog prostora zadano s P(U) 3 z — {Z(b) = [z]|b € U}. Postoji najmanja
topologija u kojoj su svi elementi slike tog preslikavanja (a ti elementu su slike
prereza § : U — E(P)) otvoreni (”slike svih sekcija § ¢ine bazu topologije
u F(P)”). Totalni prostor asociranog etalnog prostora E(P) je totalni
skup asociranog etalnog prostora s tom topologijom. Projekcija asociranog
etalnog prostora je preslikavanje 7 : E(P) — B dano s m([s]y) = b.

1.6.3. Propozicija. §: U — E(P) je neprekidno preslikavanje i mo § = idy.
Dokaz. Jednakost je ocita: b — [s]p % b. Dakle treba pokazati neprekidnost.
Pretpostavimo suprotno, tj. postoji tocka b u kojoj s nije neprekidno. To

znadi da postoji okolina W% 5 5(b) = [s], tako da za svaku okolinu V°% 3 b,

5(V') nije podskup od W. Kako je W otvoren i sadrzi [s], to postoji element baze

topologije oblika #(Z°%) C W gdje Z > [s]y, t € P(Z). To znaci da [t], = [s]s,

dakle postoji okolina Z’ C ZNU tako da je t|Z' = s|Z’. Ako stavimo V = Z’

tada je V otvorena i sadrzi b, te 5(V) = #(V) C #(Z) C W s kontradikcijom.

1.6.4. Propozicija. Projekcija m : E(P) — B dana s =([s]y) = b je
neprekidno, i Stovise, etalno preslikavanje.

Dokaz. Ova projekcija je dobro definirana jer je E(P) po definiciji disjunktna
unija vlati.

7 je etalan ako za svaku tocku e € F(P) postoji okolina U°"™ 5 e tako da
je m(U) otvoren u B i 7|y : U — 7(U) homeomorfizam. Po definiciji totalnog
skupa, e je klica [s], nekog prereza s : VoV — FE(P), a slika 5(V) je otvorena
okolina tocke e. Dakle 7w o 5(V) = V je otvoren skup, a 7|5y : 5(V) — V
bijekcija. Preslikavanja 7 i 7y su oba neprekidna u tocki p ako za svaku okolinu
be W c VNr(U) postoji okolina p € Z°% C U, tako da m(Z) = n|y(Z) CC
W. No to je lako: stavimo naprosto Z := §(W). Dakle 7 i 7|y su neprekidni.
Kako je takodjer § neprekidno prema 1.6.3 i mo§ = idy to je 7|z homeomorfizam
na sliku.

1.7. Propozicija. (i) Ako s € P(U) tada je § neprekidno i mo § = idy.

(i) Preslikavanje t : U — E(P) koje zadovoljava 7ot = idy je neprekidno
samo ako oko svake tocke b € U postoji okolina b € WOV C U takva da je t = 3
za neki s € P(W).

(iii) Neka sut,s € P(U). Tada t = § akko postoji pokriva¢ U = {U;}; od U
tako da je t|y, = s|u, za sve i.

Dokaz. (i) Po definiciji topologije u E(P), ako s € P(U) tada je § neprekidno.
Takodjer (7o §)(b) = 7([s]y) = b.

(ii) Neka je b € U. Tada po definiciji topologije u E(P) postoji W C U,
b € W i postoji element s € P(W) takav da je t(b) € §(W) C t(U). Kako je
mot=idy i mo§=idw, vrijedi §(w) = t(w) za svaki w € W.

(iii) Neka je b € U. Tada [s], = 3[b] = t[b] = [t]s, tj. postoji b € W C U
takav da s|w, = t|lw,. Dakle {W;}, je trazeni pokriva¢. Obratno, ¢injenica da
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je slu, = t|u, implicira da [s], = [t]p za svaki b € U;; kako je U pokrivag isto
slijedi za sve b € U, pa prema definiciji § = t.

1.8. Propozicija. Postoji kanonski funktor I' : Bung — PFasg koji je na
objektima (g : E — B) uw Bunp zadan s T :(E 5 B) — I'E gdje

(TEY)U) =Ty(E) ={s:U — E neprekidno |song =idy}
i =TE)(V —U):s—sly, VCUsely(E).

Ovdje je I'E naravno skracenica za I'(E = B) ili, ekvivalentno, I'r .
Kazemo da su elementi od I'yy(E) (neprekidne) sekcije nad U.

Dokaz. Treba zadati taj funktor i na morfizmima u Bunpg i pokazati funk-
torijalnost. Neka je dakle f : E — F neprekidno preslikavanje prostora nad
bazom B, tj. mg = wp o f. Malo je nezgodno oznacavati vrijednost funktora I'
na f s I'f, ili preciznije I'(f/B) jer se ne radi o sekcijama preslikavanja f, nego
induciranom morfizmu medju sekcijama I'(E — B) i I'(F' — B). Transformacija
I'(f/B) : Trg = I'np je dana u komponentama naprosto s I'y (f/B)(s) = fos,
gdje je s € Ty (E). Funktorijalnost je o¢ita iz formule.

1.9. Propozicija. Predsnop prereza T'(E — B) bilo kojeg prostora nad B je
snop.

Dokaz. Separiranost. Neka je U = {U;}; pokriva¢ od U i r,t € Ty(7g) te
rlu, = t|lu, za sve i. Tada za svaki b € U; r(b) = t(b), a kako U; pokrivaju U,
tada je r = t kao preslikavanja skupova.

Svojstvo epipredsnopa. Neka je dalje v; € P(U;) familija prereza ¢ije restrik-
cije se podudaraju na presjecima U; N U;. To znaci da formula v(b) = [v;], za
b € U; ne zavisi o predstavniku. Dakle v : b — v(b) je dobro definirana sekcija
i v|U; = v;. Neprekidnost v se provjerava lokalno, no kako je lokalno v|U; = v;
slijedi iz neprekidnosti v;; analogno izlazi i svojstvo prereza wowv = idp iz
mowv; = idy,.

1.9.1. (Napomene i primjeri.) Sli¢no, ukoliko je E — B neprekidna pro-
jekcija u kategoriji topoloskih prostora s nekom dodatnom strukturom ili svo-
jstvom, tada mozemo gledati umjesto I'yy £ samo prereze koji respektiraju do-
datnu strukturu ili svojstvo. Na primjer, ukoliko je E — B glatko (analiticko)
preslikavanje glatkih (analitickih) tada je asociranje otvorenom skupu U pros-
tora glatkih (analitickih) prereza I'f*E (redom, I'{}E') snop. No, to ne vrijedi
za svojstva koja nisu lokalne prirode. Npr. ukoliko promatramo potprostor
ograni¢enih prereza I‘%E, tada imamo separirani predsnop, no opéenito nemamo
snop! Naime prerez moze biti neograni¢ena na nekoom otvorenom skupu U, a
da je ograni¢ena na svakom elementu U; nekog pokrivaca {U;}; od U. Ukoliko
je E = B x R gdje je R neki topoloski prostor (moguée s dodatnom struk-
turom) tada se prerezi mogu poistovjetiti s funkcijama B — R. Na taj nacin
uvodimo snopove neprekidnih funkcija, glatkih funkcija i analitickih funkcija.
Snopifikacija aI'™ (E, C) separiranog predsnopa C% = I'®(E, C) ogranicenih
analitickih funkcija B — C izomorfna je kao snop, snopu analitickih funkcija
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C% = TI'Y(E,C) (ograni¢enost se ne movze razlikovati na klicama, pa nestaje
prelaskom na prostor klica, dakle i prelaskom na asocirani snop).

1.10. Propozicija. Korespodencija P +— (E(P)— B) se moZe kanonski
prosiriti do funktora L : PFasp — Bungpg.

Dokaz. Neka je a : P = @ prirodna transformacija predsnopova. Definiramo
L(a) : E(P) — E(Q) na klicama s L(a)([s]s) = [au(s))]s gdje je s € P(U)
proizvoljni predstavnik klice [s],. Treba pokazati da ta definicija ne zavisi od
izbora predstavnika. Neka je t ~y s, gdje je t € P(V). Dakle postoji W° C
UNV sbeW takav da s|W = t|W. Iz prirodnosti « : P = @ (za morfizme
W — U, W — V) slijedi da ag(s)|W = aw(s|W) = aw(t|W) = ay(t)|W,
dakle ap(s) ~p ay (t) Sto smo i trazili.

Pokazimo da je £(«) morfizam u Etg C Bung, tj. neprekidno preslikavanje
nad B. Kako slike prereza ¢ine bazu topologije, dovoljno je pokazati da je za
svaki U°Y | za svaki s € Q(U), praslika

L{)TH(3(U)) = {L(a) " ([s]e) [b € U}

otvoren skup u E(P). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji tocka y €
L(a)"1(3(U)) c E(P) s b = n(y) tako da y nije u interioru tog skupa. Tada
L(a)(y) = [s]p. To znaci da postoji W 3 bir € I'y(F) tako da je [r], = y i
L(a)([r]p) = [aw (r)]s = [s]p. Dakle prijelaskom na manju okolinu b > Z°%v C W
mozemo postiéi da je az(r|z) = aw(rlw)lz = slwlz = s|z. To znaci da je
r(Z) C L(a)"Y(3(U)). Kako je r(Z) otvorena okolina od y dobili smo kon-
tradikciju.
Provjera funktorijalnosti £ je ostavljena citatelju.

1.10.1. Kako je, prema 1.6.4, projekcija [z], — b s E(P) — B etalni prostor,
funktor L se faktorira kao £ : PFasg — Etg — Bungp.

1.11. Neka je P predsnop nad prostorom B = (B,7). Tada je snopifikacija
predsnopa P morfizam predsnopova « : P — a(P) gdje je a(P) asocirani snop
tj. snop takav da za bilo koji drugi snop F' i morfizam predsnopova P — F
postoji jedinstvena dekompozicija P a(P) — F. Ocito se to moze izreéi
kao univerzalno svojstvo, pa je snopifikacija, ako postoji, jedinstvena do na
izomorfizam snopova.

1.12. Teorem. Kompozicija a = 'o L : PFasp — Fasg je funktor, takav da je
morfizam predsnopova P = a(P), koji je po komponentama P(U) — (aP)(U)
dan sa s — § snopifikacija (1.11) predsnopa P, tj. zadovoljava univerzalno
svojstvo snopifikacije. Dakle snopifikacija bilo kojeg predsnopa P s vrijednos-
tima u kategoriji skupova postoji. Funktor a nazivamo funktor snopifikacije ili
asociranog snopa.

Dokaz. Neka je F neki drugi snop i a : P = F transformacija (mor-
fizam predsnopova) s komponentama ay : s +— apy(s). Trazimo morfizam
predsnopova 3 : aP = F takav da a = o np, drugim rije¢ima takav da
§ — ay(s) za svaki s € P(U). Neka je t € (aP)(U) proizvoljni element (’pre-
rez’). Tada postoji pokriva¢ U = {U,}ier od U, i elementi r; € P(U;) takvi
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da je tly, = 7;. Definiramo Sy (t) s Bu(t)|U; = ay(r;). Kako je F snop,
Bu (t) je odredjen svojim restrikcijama an elemente pokrivaca, ukoliko se podu-
daraju na presjecima, tj. ukoliko ay,(7)|v,nv; = av,(7j)|lv.nv,;- U tu svrhu
primijeti fi|U7¢ﬁUj = t|U,~,|UiﬂUj = t|Uj|U,ﬂUj = ’I:j|U7.nt, dakle za svaku tocku
b € U;NU; (prema 1.7 (iii)) postoji okolina Z° = Z, C U; N U; takva da
rilz =1j|z. Tada az(ri|z) = az(r;|z), dakle, po prirodnosti transformacije c,
av,(ri)lz = az(ri|z) = az(rjlz) = av,(r;)|z, pa, kako je F' snop, i kako Z), za
razne b € U; N Uj; ¢ine pokrivac od U; N Uj, to ay, (73)|u,nu; = au, (r5)|vinu; -

Moramo pokazati da ta definicija ne zavisi od izbora pokrivaca U te izbora
r; (sjetimo se da 7 +— 7 nije nuzno ni injekcija). Neka je dakle V = {V;};es
drugi pokrivac i v; € P(V;) takvi da je 0; = t|y,. Tada za svaki b € U postoje
i€l,je Jiokolina W € b, W, C U; N Uj tako da v,|lw, = tw, = ri|w,-
Dakle aw, (vjlw,) = aw, (ri|w,) 1, kako je F snop, i to vrijedi za sve b € U; NV},
i prema prirodnosti «, ay; (Uj)|U,mVj = au,nu; (Uj‘UiﬂVj) = ay,nu; (Ti|Uir‘|Vj) =
ay, (1i)|lu;nv; kako je trazeno.

Konaé¢no treba pokazati da je 8 : U — fy prirodna transformacija. Neka je
dakle W < U inkluzija otvorenih skupova u B it € aP(U). Neka je b € W.
Tada postoji YoV C W, Y € b, fly = t|lwl|y = t|y. Tada po definiciji (3,

Bw (tlw)ly = ay(ry) = Bu(t)ly = Bu(®)lwly-
Kako je b proizvoljan, slijedi Sw (t|w) = Bu (t)|w -

Analogni teorem vrijedi i za snopove s vrijednostima u nekim drugim, ali ne
svim zatvorenim kategorijama. Postoji ovakvo profinjenje gornjeg teorema:

1.12.1. Theorem. Ulaganja kategorija
SNOPOVI <— SEPARIRANI PREDSNOPOVI <= PREDSNOPOVI

imaju lijeve adjunkte. Funktor snopifikacije a je kompozicija ta dva lijeva ad-
junkta, a njegova restrikcija na kategoriju separiranih predsnopova je lijevi ad-
Junkt ulaganja snopova u separirane predsnopove.

Ovaj teorem Ce biti dokazan kao korolar nasih daljih razmatranja u ovoj i
slijedecoj lekciji. No, prije toga ¢emo konstruirati lijevi adjunkt sep : PFasp —
sepPFas ulaganja separiranih predsnopova u predsnopove. Za to definiramo
relaciju ekvivalencije ~y na P(U) gdje s ~ t akko postoji pokriva¢ {U;}; skupa
i takav da s|y, = t|y,. Tada stavimo (sepP)(U) = P(U)/ ~uv, te za svako
ulaganje V— U is € P(U) slv je klasa po ~y bilo kojeg predstavnika klase s
PO ~yp.

1.12.2. (ZADATAK 1.2) Pokazi da je sepP dobro definirani separirani predsnop.

1.13. Propozicija. Korespodencija P — np, gdje je np morfizam predsnopova
P u njegov asocirani snop a(P), s komponentama (np)y : (s € P(U)) — (§ €
TuL(P)) (gdje je preslikavanje s — § opisano u 1.6.2), je prirodna transfor-
macija N : Idpras, = a.
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Dokaz. Neka je a : P — @ morfizam predsnopova. Moramo pokazati da
dijagram

P4a>Q

TIP\L \LWQ
a(a)

aP —a@)

komutira. Drugim rije¢ima, ukoliko je s € P(U) tada a/U\(_s/) =Ty(L(w))(3),
§to, ako definicije raspiSemo u proizvoljnoj tocki b € U vodi na tautologiju
lav(s)]s = [av(sb)lb-

1.14. Teorem. Postoji adjunkcija L 4 T ¢éija jedinica je n : P +— np. Ta
adjunkcija se restringira na adjungiranu ekvivalenciju

£|FasB : FasB = EtB : F‘EtB

1zmedju kategorije snopova i kategorije etalnih prostora nad B.

Dokaz. Zadajmo komponentu kojedinice €;, : LI'E — E sa €, : [s]y —
s(b). Naime svaka tocka u E je oblika [s], gdje je s : U°®Y — E prerez od
7, 1 U°"™ 3 b. To je dobro definirano jer ukoliko je [s], = [t], onda se s it
podudaraju u nekoj okolini tocke b, dakle a fortiori u samoj tocki b. Takodjer
je otito da 7 o €7, = T jer obe strane Salju [s], u b.

Treba pokazati da su relacije ("trokuti”) adjunkcije zadovoljene. Neka je P
predsnop, izrac¢unajmo kompoziciju

L(np) ecp
LP——LTLP——>LP (2)
Neka je [s]y € LP, tada L(np)([s]s) = [8]s; nadalje e£p([8]p) = 5(b) = [s]s, dakle
kompozicija (2) je identiteta.

Neka je, s druge strane, F = (E —— B) prostor nad B i neka je s € Ty E.
Tada (nFE)U(S) =35 € FU(EFE) i F(EE)(g)(b) = (GE o §)(b) = EE(g(b)) =
er([s]y) = s(b). Dakle, kompozicija

nre I'(er)
I'E——TLTE——TF (3)
je identiteta.

Ranije smo pokazali da restrikcija I' na potkategoriju snopova Fasp zaista
prima vrijednosti u potkategoriji etalnih prostora Etp, i obratno, restrikcija
funktora £ na Etp prima vrijednosti u Fasp. Treba pokazati da su dvije
kompozicije restrikcija funktora izomorfne identiteti, pri ¢emu su izomorfizmi
jedinica i kojedinica neke adjunkcije. Naravno, to ¢e biti restrikcija gore defini-
rane adjunkcije.

Neka je dakle E = (E B) etalni prostor. Pokazimo da je komponenta

€ izomorfizam.
1.14.1. (ZapaTak 1.3) Komponenta u U komponente u P jedinice (np)y :
P(U) — (aP)(U) (dana s s — §) nije opéenito ni injekcija ni surjekcija (nadji
primjere!). Dokazi da je np injekcija onda i samo onda ako je predsnop P
monopredsnop i surjekcija onda i samo onda ako je P epipredsnop.
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1.15. Korolar. Kategorija snopova nad B je reflektivna potkategorija kate-
gorije predsnopova nad B, tj. inkluzija je potpun i vjeran funktor koji ima lijevi
adjunkt. Ekvivalentno, kojedinica adjunkcije I' o L = Idgun, je tzomorfizam.

1.16. (ZADATAK 1.4) Pokazi da je morfizam etalnih prostora j : E — F nad B
monomorfizam u Et akko je injektivan kao preslikavanje totalnih skupova nad
B islika j(F) je otvoren podskup u F.

2 Snopovi struktura i operacije nad snopovima

2.1. Definicija. Etalni prostor m : E — B je etalni prostor s vlatima u
grupama (abelovim grupama, prstenovima) ako je za svaku vlat =1(b) zadana
struktura grupe i ako grupovne operacije meprekidno zavise od wvlati do wvlati.
Drugim rije¢ima neka je E,, C E*™ topoloski potprostor Tihonovljeve (kartez-
ijjeve) n-t potencije prostora E koji se sastoji od takvih n-torki elemenata u E
¢ije sve komponente pripadaju istoj vlati; i neka je {my : 771(b)" — 77 1(b) }ren
porodica preslikavanja iste signature. Tada ta porodica inducira preslikavanje
m: E, = [[,7~'(b)" — [[,7#'(b) = E; trazimo da je to preslikavanje
neprekidno.

2.2. Teorem. Kategorija snopova grupa (prstenova) je adjungirano ekviva-
lentna kategoriji etalnih prostora s vlatima u grupama (prstenovima) (po defini-
ciji podrazumijevamo da su algebarske operacije neprekidne).

Dokaz je analogan slu¢aju snopova skupova.

2.3. (Izracunavanje limesa i kolimesa u kategoriji snopova)
2.4. Primjer: kojezgra preslikavanja snopova

2.5. Kategorija s mnozenjem je par kategorije C i bifunktora mnozenje
® : C x C — C. Ukoliko je mnozenje striktno asocijativno (na objektima i
na morfizmima), i postoji jediniéni objekt 1 s obzirom na mnoZenje, tada se
mnozZenje naziva striktni monoidalni produkt a trojka (C,®,1) je striktna
monoidalna kategorija.

Kazemo da je kategorija C kartezijeva ako ima kartezijeve produkte prozvoljnih
familija objekata. Kartezijeva kategorija je kartezijevo zatvorena kategorija ako
za svaki Y postoji funktorijalni u X izbor produkta X x Y, pri ¢emu funktor
X — X XY ima lijevi adjunkt, koji oznacavamo s X — Hom(X,Y); naravno
to daje bifunktor Hom(—, —). Drugim rije¢ima, postoji prirodni izomorfizam
funktora

Hom(X ® Y, Z) = Hom(X, Hom(Y, 7))

2.5.1. Propozicija. Neka je C kategorija s bifunktorijalnim produktom ® koji
je asocijativan do na izomorfizam (ne nuino koherentni) i unutarnjim hom-
objektom Hom. Tada

Hom(X ®Y,Z) =2 Hom(X,Hom(Y, 7))
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Dokaz. Za svaki objekt W u C,

Hom(W,Hom(X ® Y, 7)) Hom(W® (X ®Y),Z) &

Hom((W ® X)®Y, 2)

Hom(W ® X, Hom(Y, Z))
(

Hom(W, Hom (X, Hom(Y, Z)))

1R 1R 1R

Kako je W + Hom(W, —) vjeran funktor (Yonedino ulaganje za CY) tvrdnja
slijedi.

2.5.2. Trivijalni primger. U kategoriji skupova Set unutarnji i obi¢ni hom se
podudaraju.

2.6. Teorem. Kategorije PFasp i Fasp su zatvorene kartezijeve kategorije.

Skica dokaza. Opéenito, ako su D, A male kategorije, i C ima D-indeksirane
limese, i ako je P : D — Fun(A,C) dijagram funktora, tada lim P postoji i
(limP)(U) = limp(P(D)) gdje je limes na desnoj strani limes (dijagrama s
vrijednostima) u C, dakle postoji. Stavimo li A = Ouv% i D mala diskretna
kategorija dobivamo postojanje D-indeksiranih produkata u PFasp. Unutarnji
hom-objekt Hompras(X,Y') je predsnop U — Hom(X (U),Y (U)).

U kategoriji snopova, produkt je naslijedjen iz kategorije predsnopova, tj.

(IL X)(U) =11, X:s(U), a unutranji hom-objekt Hompas(X,Y) = a(Hompgas(X,Y))
je asocirani snop unutarnjeg homa u kategoriji predsnopova.

2.6.1. (Zadatak 1.4) Provjeri da (X,Y) — a(Homppas(X,Y)) zaista reprezen-
tira unutarnji hom-funktor u kategoriji snopova, tj. provjeri adjunkciju.

3 Snopovi nad raznim bazama

3.1. Neka je Top kategorija topoloskih prostora i Arr(Top) kategorija mor-
fizama (strelica) u Top: njeni objekti su morfizmi u Top, a morfizmi (o, f) :

’

(E5 X)— (E' S X') su komutativni kvadrati oblika

[e3
—_

E——F
|

X —Y

/

s o¢itom kompozicijom kvadrata. Neka je Et puna potkategorija od Arr(Top)
¢iji su objekti etalni prostori nad raznim bazama. Kazemo da je a morfizam
etalnih prostora nad f. Ta terminologija poopc¢ava prijasnju jer ako uzmemo
f = idp tada su morfizmi etalnih prostora nad idg upravo ono $to smo prije
zvali morfizmi etalnih prostora nad B. Dakle Etp C Et je potkategorija etalnih
prostora nad idp.

3.2. Teorem. Neka je f : X — Y neprekidno preslikavanje i E —— Y etalni
prostor nad Y . Tada postoji etalni prostor f*E nad X, zajedno s preslikavanjem
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f%’ : f*E — E nad f, jedinstven do na izomorfizam etalnih prostora nad X, koji
zadovoljava slijedece univerzalno svojstvo: za svaki etalni prostor o : FF — X i
morfizam etalnih prostora o : F — E nad preslikavanjem f postoji jedinstvena
dekompozicija o = 3 o f%' gdje je B preslikavangje etalnih prostora nad idpg.

Preslikavanja tipa f- za neki f i neki E kao u ovom teoremu nazivamo
kartezijevim morfizmima etalnih prostora. Objasnjenje te terminologije ¢emo
dati kasnije u kontekstu raslojenih (fibriranih) kategorija.

Dokaz teorema. Najprije konstruiramo totalni prostor etalnog prostora f*FE
kao potprostor f*E = {(e,z)|n(e) = f(z)} C F x X, i naravno, projekcija
je dana s ms-p(e,x) = x. Treba pokazati da je f*E F X etalni prostor.
Po definiciji inducirane topologije, te topologije Tihonova na E x X, za svaku
(e,z) € f*E, postoji okolina oblika U* = f*EN U x f~Y(x(U)) > (e,z) gdje
e € U, Uin(U) suotvorenii7|U je homeomorfizam na sliku. Nadalje 7« (U*)
je cijeli f~1(w(U)) a to je otvoreni skup (ako je z € f~1(w(U)), (x|U)"L(f(2)), 2)
je element iz U? u vlati nad 2. m-g|U* je injektivno jer ako (e,z) i (¢’,y)
pripadaju istoj vlati, tada x = y i dakle w(e) = f(x) = w(e¢’), a kako je w|U
homeomorfizam, dakle injektivan, e = €’. Projekcija 7rf*E|Uﬁ je neprekidna, jer
za svaki otvoreni VoV 3 z, V C f~1(x(U)), skup (mpgly:) (V) = fF*ENU x
V je otvoren. Treba pokazati da je ms«g|U* otvoreno preslikavanje. Neka je
f*ENZ x f~Y(m(W)) neprazni element baze topologije u U*, gdje je Z°% C U
iWcUil(d,y) € fFENZ x f~1(n(W)). Tada 7(e/) = f(y) dakle (¢’,y) €
FENZOW)x fTXm(ZnW)=(ZnW)t c Ui ZNW C U je otvoren.
7|(ZNW)# je bijekcija na f~1(7(ZNW)) (svakog r € f~H(m(ZNW)) pogodimo
kao sliku elementa (7=1(f(r)),r)).

Preslikavanje f : f*E — E je dano formulom (z,e) — e.

Sad treba pokazati univerzalno svojstvo. Neka je dakle morfizam o : FF — F
nad f fiksiran. Promotrimo (7p,0) : F — f*E tj. h — (wp(h),o(h)). To je
dobro definirano preslikavanje, jer je f preslikavanja nad f pa forp =nwgooi
dakle (mg(h),o(h)) € f*E C X x E; neprekidnost je oc¢ita kao i fQo(mp,0) = o.
Jedinstvenost ostavljamo citatelju.

3.3. Propozicija. Neka je U C X. Svaki prerez s : U°Y — f*E je
nuzno oblika s : x v (x,5'(x)) gdje s = fZos: U — FE neka funkeija.
Taj prerez je neprekidan akko Yx € U, JUY 3 z, VY 35 f(z) takvi da
je f(U)Y C V i3Jr: G — E neprekidni prerez i r o flyr = §'|ys. Drugim
rije¢ima s : U — f*E je neprekidan prerez akko postoji pokriva¢ U = {Uy}a
od U i familija otvorenih skupova V = {Vy}o i@ prereza vy, : Vo — E tako da je
f(Us) CVy irgo flu, =5u., -

3.4. Neka je s : V — E prerez etalnog prostora E nad V°% C Y. Oznacimo s
te: f7IV — f71E preslikavanje t, : 2 +— (=, [s]¢(x))-

3.4.1. (Zadatak) Pokazi da ako je s neprekidan prerez, tada je ts neprekidno
preslikavanje.

3.5. Propozicija. Neka je k : f*E — G preslikavanje etalnih prostora nad X .
Tada je k neprekidno akko je za svaki VO C Y i za svaki prerez s : V — E
kots: f~'V — G neprekidno preslikavanje.
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Dokaz. Ako su ts i k neprekidni tada je ocito i njehova kompozicija. S druge
strane, kako je t5 neprekidni prerez, to je i Imts je otvoren; nadalje skupovi oblika
Imt, pokrivaju f*E. Dakle inverz k—1(W) otvorenog skupa W C G je otvoren
akko je k=1 (W) Nts(f~1U) otvoren, dakle akko je t;1 (k=1 (W) Nty (f~1U)) jer
inverz t; 1 : Imty, — f~'U homeomorfizam.

3.6. (Potiskivanje predsnopa uzduz neprekidnog preslikavanja f) Neka je f :
X — Y neprekidno preslikavanje. Ono inducira funktor f=' = Ouv(f) :
Ouvy — Ouvy, dan s U — f~}(U) i na morfizmima (U — V) — (f~1(U) —
f~Y(V)). Yonedino ulaganje je kontravarijantno funktorijalno na zamjenu bazne
kategorije, tj. ako je F': C — D funktor medju malim kategorijama, tada ga
mozemo prodiriti do funktora I : D — C s F(P) = Po F : C° — Set za svaki
P : D% — Set. Stavimo F = f~! i dobivamo funktor f, = f/—\l : PFasy —
PFasy. Drugim rije¢ima, f.(P)(U) = P(f~'(U)) za P € PFasx i U°"Y C Y.

3.7. (Povlacenje predsnopa uzduz f) Neka je f : X — Y neprekidno pres-
likavanje. Ono nazivamo otvoreno preslikavanje akko Salje otvorene skupove
u otvorene tj. U — f(U) je funktor Ouvx — Ouvy. Opcenito slika f(U) nije
otvorena pa umjesto nje gledamo inverzno usmjerenu kategoriju svih okolina
Vot 5 f(U) i ulaganja. Preciznije, definiramo funktor inverzne slike f~! :
PFasy — PFasy formulom

F7HP)(U) = colimyery 5 iy P(V) = colimye p-1(vy P(V). (4)

Kako je P kontravarijantan, sustav P(V') je usmjereni skup (restrikcije su stre-
lice). Kako kolimesi ne ¢uvaju lijevu egzaktnost, inverzna slika za snopove je
definirana s

fﬁlf = a(U — colimUCfﬂ(V) f(V))

3.8. Kolimes u formuli (4) je kolimes dijagrama ¢ija je domena primjer tzv.
zarezne (engl. comma) kategorije. Neka je dan dijagram kategorija i funktora

AL c e
Zarezna kategorija je kategorija (F' | G) ¢iji objekti su uredjene trojke (a, f,b)
gdje jea € Ob A, b€ ObB i (F(a) L, G(b)) € MorC; ¢iji morfizmi su parovi
(o, B) : (a, f,0) — (', f',V) gdje su o : @ — o morfizamu Ai5:b— b
morfizam u B takvi da G(8)of = f'oF(a) : F(a) — G(V); i gdje se kompozicija
morfizama izvrijednjuje po komponentama: (ay, 51)o(ag, 52) = (a10asg, B10032).

3.8.1. Zarezna kategorija je dana zajedno s projekcijama pg : (F | G) — A,

ps: (F | G) = B, pala, f,b) = a, pa(a, B) = a, ps(a, f,b) = b i ps(a, B) = B,
te s prirodnom transformacijom v : Fop4 — Gopg s komponentama v, 53y = f.

3.8.2. (Univerzalno svojstvo zarezne kategorije) Neka je D kategorija, F :
D— AiG : D — B funktori, te 0 : FoF' = GoG’' : D — C prirodna
transformacija. Tada postoji jedinstveni funktor H : D — (F | G) tako da
je ' =pqoH, G =pgoHivH = 0. Funktor H je odredjen formulom
H:dw (F'(d),0q,G(d)) naobjektimai H : § — (F'(5), G'()) na morfizmima.
Prirodnost transformacije o povlaci da je par H () zaista morfizam u (F | G).
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3.8.3. (Jednostavniji sluc¢ajevi zarezne kategorije) Ukoliko A = C i F = Id 4
tada oznacavamo (A | G) := (Id4 | G), isliéno (F | B) := (F | Idg). Ukoliko
je A = {c} (inicijalna kategorija koja se sastoji od samo jednog objekta ci jednog
morfizma id.), i F' = const. : 1 — ¢ tada oznacavamo (c | G) := (const. | G);
ukoliko je uz toi B=C1iG =1d¢ tada ¢/C := (¢ | C) = (¢ | Id¢) je kategorija
kokriski (engl. coslice category) ili kategorija objekata (is)pod (objekta) c.
Slicno ako je B =C i G = const, oznac¢imo (F | ¢) := (F | const.) i ako je, uz
to F' =1dc, tada C/c := (Idc, const,) je kategorija kriski (engl. slice category)
ili kategorija objekata (iz)nad c.

3.8.4. Uz koristenje pojma zarezne kategorije formulu (4) mozemo napisati kao

filp(U) = COhm(U,i,V)E(Ouvxlffl) P(U) = COhmze(Ouvxj,ffl) P(pouVX (Jj))

gdje je i : U — f~'V jedino ulaganje za dane U,V. Mada ta formula izgleda
kompliciranija, zgodna je u generalizacijama. Za snopove moramo dobiveni
kolimes jos snopificirati.

3.9. Theorem. Neka je f : X — Y neprekidno preslikavangje topoloskih
prostora, F snop nad X i G snop nad Y. Tada postoji adjunkcija

HomFasX (filgm?:) = HOmFaSy (ga f*f)

Dat ¢emo dva dokaza (i kasnije, treéi u generalizaciji nad sajtovima).

3.10. Prvi dokaz je preko direktne konstrukcije jedinice i kojedinice adjunkcije.
Primijetimo da f,.f~'G(U) = f'G(f~'U) = colimss-1ycyer G(V), te da
ff~1U C U ali tipi¢no nije otvoreni podskup od U. Kako je G kontravarijantan
funktor, to kod kolimesa mozemo uzeti kofinalni dio dijagrama koji se sastoji
samo od V' C U. No za taj kofinalni dio postoje restrikcije ryy : G(U) — G(V).

Komponenta jedinice ng : G — f.f~'G je morfizam snopova nad Y s kom-
ponentama 1g(U) : G(U) — f. f~*G(U) = colimy-1r7cv G(V') danim formulom
ng(U) = colim -1y cvcp rov. Drugim rijecima ng(U) salje prerez s € G(U) u
klicu [s]f -1y oko ff~1U "restrikcijom” koja je kolimes restrikcija. Ukoliko je
ff~'U otvoren onda je ta "restrikcija” prava restrikcija TEr1UU-

S druge strane, f~!f,F je snop nad X s

FUHAFU) = colimynycyor foF (V) = colim p(rycyors F(f V).

Kako je U C f~1f(U) C f~'V, za V u formuli, to su definirane restrik-
cije ’I’U,f—lv : f(f_IV) — f(U) Kako TU,f—1V’ = rU,f—IV 9] Tf—lv,f—1V/> po
univerzalnom svojstvu kolimesa induciramo prelikavanje, koje je komponenta
kojedinice nase adjunkcije

ex(U) : colim gy cyorw F(f V) — F(U).

Provjeru trokutnih relacija ostavljamo citatelju.

3.11. (Drugi dokaz, kao MacLane-Moerdijk)
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4 Komorfizmi i prstenovani prostori

4.1. Neka su M, N mnogostrukosti (npr. domene u euklidskim prostorima) i
f : M — N neprekidno preslikavanje. Promatrajmo snopove glatkih funkcija
C32,C%. Za svaki U, C>(U) je algebra i restrikcije su preslikavanja algebri;
tako da su Cf2,C%° snopovi algebri. Algebre globalnih sekcija se oznacavaju
C™®(M) =CR(M).

f inducira prelikavanje algebri C>(U) — C*(f~1U), g — go f za sve
U°Y C N akko je f glatko. To je lako vidjeti: laka strana je da je kompozi-
cija glatkih preslikavanja glatko prelikavanje; manje ocito je koristiti da kad
raspiSemo da je inducirano prelikavanje u lokalnim koordinatama glatko, onda
je dovoljno provjeriti da su kompozicije s koordinatnim funkcijama glatke, a
one su specijalne C*° lokalno definirane glatke funkcije. Preslikavanja algebri
C>°(U) — C>(f~1U) su uskladjena s restrikcijama, tako da dobivamo prelika-
vanje CR® — f.C§p snopova nad N.

Mnogostrukosti i glatke funkcije u ovom primjeru mogle su biti zamijenjene
mnogim drugim geometrijskim primjerima. Primijetimo, da ova situacija ne
odredjuje morfizam C§; — C%° snopova nad f, tj. prelikavanje etalnih prostora
nad razli¢itim bazama opéenito. Osnovna razlika je u tome da morfizam F — G
snopova nad f ima jedinstvenu dekompoziciju u kompoziciju F — f~'G —
G, gdje je F — f~'G preslikavanje snopova nad X, a f~!G — G odabrano
kartezijevo preslikavanje nad f. U naSem slucaju, postoji slicna dekompozicija
u terminima inverzne slike, morfizma nad X i nekog preslikavanja nad f koje
spominje samo G; no prvo preslikavanje je u suprotnom smjeru: f~!G — F.
Posto je taj fenomen nesto opéenitiji, mi najprije definiramo pojam komorfizma.

4.2. Komorfizam (pred)snopova ¢ : F — G nad neprekidnim preslikavanjem
f: X —Y je morfizam (pred)snopova ¢ : G — f.F nad Y.

4.3. Propozicija. Komorfizmi su u korespodenciji s familijama {¢y}rcx mor-
fizama vlati ¢ : Gy — Fu, takvima da je za svaki prerez s € T'yG, preslika-
vanje ¢, o so f neprekidni prerez snopa F nad f~1(U).

4.4. Korolar. Komorfizmi snopova su u prirodnoj bijekciji s morfizmima

¢ f71G— FnadY.

4.5. Korolar. Svaki komorfizam ¢ : F — G ima jedinstvenu dekompoziciju
na vlatima Gy — (f7'G)e — Fo gdje je s Gy — (f7'G)s dan kanonski
komorfizam nad f dan jedinicom adjunkcije f = 4 f., a f~'G — F je morfizam
nad X. Isti komorfizam ima i jedinstvenu dekompoziciju na vlatima Gy —
(fsF) fy — Fo gdje je G — f.F morfizam nad X, a s (f+F)f@) — Fo dan
kanonski komorfizam nad f dan kojedinicom adjunkcije f= 4 f..

4.6. Prstenovani prostor je par (X,F) gdje je X topoloski prostor, a
F je snop prstenova nad X. Snop prstenova F naziva se strukturni snop
prstenovanog prostora (X, F). Morfizam prstenovanih prostora je par (f, f¥) :
(X,F) — (Y,G) gdje je f* : G — f.F morfizam snopova prstena nad Y, tj.
komorfizam snopova prstena F — G.
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4.7. Mala varijanta prstenovanih prostora su lokalno prstenovani pros-
tori; oni su objekti potkategorije kategorije prstenovanih prostora ¢iji struk-
turni snopovi su snopovi lokalnih prstenova, tj. prstenova koji imaju jedin-
stveni maksimalni ideal; a ¢iji su komorfizmi nad f zapravo morfizmi snopova
lokalnih prstenova nad Y, tj. za svaki U™ C Y, f#: G(U) — F(f~'U) je
morfizam lokalnih prstenova (slika maksimalnog ideala u G(U) je maksimalni
ideal u F(f~1U)).

4.8. Ako je X C Y i (Y,G) prstenovani prostor tada je prirodno definiran
prstenovani prostor nad X, (X,G|x) koji nazivamo restrikcija (Y,G) na X.
Ako je j : X — Y ulaganje tada je G|x = j~'G.

5 Sheme

5.1. Shema je lokalno prstenovani prostor (X, F) takva da postoji otvoreni
pokriva¢ U = {Uy}a, UaUs = X 1 restrikcija (U, Fly) je izomorfan lokalno
prstenovanom prostoru oblika Spec R gdje je R neki prsten.

Lokalno prstenovani prostor Spec R ¢e biti definiran u nekoliko koraka. Na-
jprije definiramo Spec R kao skup: to je skup svih prostih ideala u R. Tada
definiramo topologiju Zariskog na tom skupu. Onda definiramo podkategoriju
topologije Zariskog, koji se sastoji od tzv. glavnih otvorenih podskupova Dy
i pokazujemo da oni ¢ine bazu topologije Zariskog. Tada definiramo predsnop
lokalnih prstenova na podkategoriji glavnih otvorenih podskupova uz pomo¢ ko-
mutativne lokalizacije. Tada pokazujemo da taj predsnop zadovoljava varijantu
snopovskog uvjeta. Na kraju pokazujemo da predsnop koji zadovoljava tu var-
ijjantu se prosiruje s baze na ¢itavu topologiju do (strukturnog) snopa lokalnih
prstenova na cijeloj topologiji Zariskog.
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